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LES ESPACES DE BRACELETS, LES COMPLEXES DE STASHEFF
ET LE GROUPE DE THOMPSON

PAR PETER GREENBERG

I. Introduction

Soit H le demi-plan supérieur (un disque dans toutes nos figures). Un
bracelet est un ensemble fini d’horocercles b = {hy, ..., h,+1} tel que les points
a l'infini des h; sont dans 'ordre trigonométrique, et tel que h; est tangent a
hi+1, et hpy1 est tangent a hy.

0

Fig. 1 - Normalisation d’un bracelet

Etant donné un bracelet b = {hq,:.., hy41} il existe une unique isométrie

de H telle que I'image de h; est {z|Im z = 1} et telle que 'image de h,+1 est

tangente & 0; alors hy N hy,+1 = {i} et [—o0, 0] est partagé en n intervalles par

les points 4 I'infini des h;. L’espace de tels bracelets “normalisés” s’appelle
B,. On veut le comprendre.

On observe d’abord que B,, est une variété C>, difféomorphe & R*~2. Or,
les points 4 'infini des h;, 2 < 7 < n—1, varient librement et leur configuration
dans OH fixe le bracelet (voir I’Appendice). Nous allons étudier la topologie
d’un certain sous-espace de B,,.

Soit b € By, et soit a(b) I’arc fermé “horocercle par morceaux” qui parcourt
les h; entre les points d’intersection avec h;_; et h;11 (voir fig. 1, ol a(b) est
plus foncé). Si Parc a(b) est simple {sans points d’autointersection) on dit
que b est propre. Le sous-espace de B,, (évidemment ouvert) des bracelets
propres s’appelle B2. Nous écrivons aussi 'adhérence B, = B2 U B!, ot
B! est I’espace de bracelets tangents, i.e. tels que a(b) posséde au moins un
point d’autointersection, mais tels qu’aucune intersection n’est transverse
(voir fig. 2). Notre but est de détailler la structure des B..
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b+— a(b) _
Fig. 2 — Un bracelet tangent et son arbre a(b) (section III)

On verra que B., est une variété stratifiée (dans un sens faible: B”, est une
union de variétés ouvertes s,, 0 < dim s, < n—2, dont ’adhérence 5, est une
union de 35, dim sg < dim s,). Il y a une strate s, pour chaque arbre planaire
4 n racines et une “téte” (voir fig. 2). Or, les complexes de Stasheff (voir [St]
et section II) possédent une face pour chacun de ces arbres. Notre résultat
principal est en effet:

THEOREME (3). Soit K, lecomplexe de Stasheff ([St], dit “I’associahedron”,
vgir [L1). Alors, il existe un homéomorphisme entre les paires (K,,,0K,) —
(Bf” B!) qui envoie les intérieurs des faces sur les strates.

COROLLAIRE (4). B? est homéomorphe a S™~3, et BP est une (n — 2)-boule
ouverte dans B,. -

Démonstration. On sait (d’aprés Stasheff [St]) que (K,,0K,,) est homéo-
morphe a (Fn—z, Sm=3). Or, B? est ouvert et la frontiére de B, est Bt ~ ™3,
d’ot1 B? est une (n — 2)-boule.

Application (5). Nous trouvons un espace de Eilenberg MacLane pour
le groupe F de Thompson, dont les cellules sont des K,,. Pour I’énoncé du
résultat il faut un peu de notation.

Soit «,, donc I’ensemble des arbres planaires (i.e. munis d’un plongement
dans R2, défini a isotopie prés) avec n + 1 racines, I’'une d’entre elles, la téte,
distinguée; on suppose qu’aucun sommet n’a valence 2. Pour o € #,, soit
n(a) 'ensemble des sommets intérieurs (dont la valence est au moins 3) de
a; 814 € n(a) soit n; le nombre de “directions descendantes”, soit la valence
moins 1. Soit [a| = 3;cpe (™ — 2). On appelle T(n) € o, Parbre —Z> ,

défini par |T'(n)| =n — 2.
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(a) un arbre « € Ay ' (b) la contraction de a par =
n(a) = {a,b,c,d,e, f} '
ng = 4, np = 3, ete...
hy:=a,b;=e

Fig. 6

Une aréte intérieur de a € s, est une aréte dont la frontiére 0z = {h,, b, }
se trouve dans n(a). Pour une aréte intérieure z de a, soit la contraction de
a par z 'arbre 8 € s, qu’on obtient en identifiant z U 0z 4 un sommet r,

(voir fig. 6). Nous écrivons donc a < 3, et si a < --- < 3, nous écrivons a < 3.
x T Te

Notons que si a < 3, on peut écrire
T

n(a) = {hg,bg,...}
n(@) = {rg,...}

c’est-a-dire, n(8) = n(a) — {hg, bz} U {rz}, et puis que |G| = |a| + 1.
~ Soit a € s, alors le plongement de o dans R? donne aux racines (la téte
exclue) un ordre “de gauche a droite”. Sik € N, 1 < k < n, on obtient un arbre -
ay € 41 par “naissance a la k*™ racine”, en remplacant la k*™ racine par
un sommet intérieur de valence 3, et deux nouvelles arétes. Alors, si o € gn,
on définit j,(a) = (- (agn)gn_1---)1 € HAgn+1; c’est ’arbre obtenu par une
naissance 4 chaque racine de «a (voir fig. 8). On note |a| = |ak| = |jnal.

On définit maintenant le groupe F, ainsi que des F-modules C;.

(7

Définition (9). (voir [B-G]) — F = {(ag,a1):a; € A, m > 2, |a;| = 0} /~,
ou la relation ~ est engendrée par: (ag,a1) ~ (aj,a}) s'il existe £ tel que o
est obtenu & partir de o; par naissance a la k*™ racine, i = 1, 2. Le produit
F x F — F est donné par (a3, az) - (a2, 1) = (as, ay).

On vérifie que F est un groupe; (ag, a;) ™! = (a1, az), et 'identité est (a, o).

Définition (10). Soit S;, = {(az,a1)r € Am X Am, m > 0, |1 = 0,
lag| = k}/ ~, ol (ag, 1) ~ (ah,a}) 81l existe un j tel que o est obtenu a
partir de o; par naissance a la 7™ racine, i = 1, 2. Soit C), = Z5* le groupe
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N

o a3 ko
Fig. 8

abélien libre engendré par les éléments de S;.. Onnote [(ag, d1)] le générateur
associé a 1’élément (ag, o) € 5.

Le groupe F agit a la droite sur les ensembles S}, par composition:
A1) (e, 1o, a0) = (02,00) si (e, 1) € Sk, (1, 00) € F

et donc sur les groupes Cj.

Exemple (11). Soient g = (’X,/&)E F, (/IX,X}) € 51. Alors
(h)s=(h ) (A A)

(ALY
- (AL Jest.

THEOREME (12). Il existe des homomorphismes dy: Cy — Cx_1, drdg+1 =
0, tels que (C, d.) est un complexe acyclique de F-modules libres.

On peut expliciter les di un peu. Soit Sy = {a € dgn, n > 0, |a] = k}.
On définit J: Sy — S}, par J(a) = (a,jn—1---71T(2)). Evidemment J est
bijective. Ecrivons [a] = [J(®)] € Ck. :

PROPOSITION (13). Pour chaque paire o, 3 d’arbres, telle que a <3, il y a
une valeur [3 : o] € {0,1} telle que

d[Bl= ) (~DP[a].
o f Jé;
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Un probléme: expliciter le coefficient (3 : al.

Il est peut-étre remarquable que la preuve du théoréme 12 se fasse dans
le cadre de la geometrle de bracelets. En effet, C, est le complexe cellulaire
d’une limite des an : les [a] correspondent a des copies des K.

L’organisation de cette note est simple. On construit (section II) les K,
(d’aprés Boardman) de telle facon que la preuve du théoréme 3 (section III)
n’est pas difficile. On construit (sectionIV)le K(F, 1), et démontrele théoréme
12. L’appendice contient une paramétrisation explicite des B,,, comme des
sous-variétés analytiques (réelles) de R"*!, et quelques remarques.

Cette note est une version plus longue d’un séminaire 4 Grenoble. Je remer-
cie Richard Kenyon, qui m’a indiqué une erreur dans une version antérieure,
Lucien Guillou pour son aide en topologie, ainsi que Jacques Helmstetter, Yves
Carriere et Gilles Carron pour m’avoir aider avec ’appendice.

II. Les “Associahedra” de Stasheff

Bien que la construction originale des K, utilise un calcul des “associations
de 7i symboles”, il nous convient de les construire, selon une idée de Boardman
[B-V], avec des arbres. On continue avec la notation de I’Introduction.

La définition des K, se fait par récurrence. Les K,, seront en effet une
union des faces fermées f,, avec dim f, = |a|, @ € &,; en plus K, = frq,
et 0K, =J, AT(n) fa- Sia < B, f, est une face de fg. Pour commencer, on
définit:

= fT(z) = x ‘ un point

Ky = fA

K3 = ° ‘ . un intervalle.
{A ‘ fre i) })\ v
Supposons, maintenant, les f, définies, o € Aj,2<j<n— 1 ainsi que

" des inclusions ig: fo — fasia < 3, et puis que (Kj, 0K;) ~ (B ,57‘3), et
construisons K.
Posons pour a € A, a # T(n), fo = H fT(n, Sia <ﬁ = T'(n), il faut

ien(a)

définir igy: fo — fp, soit (d apreés (7))

ipa Frmm X Frmy X | [ fren — Fronp % [ [ frmo-

Sur les derniers facteurs, ig, = id; il nous reste a définir ig.: fren,) X frn,) —
fr(n,y. Soit V le sous-arbre de o avec xr comme seule aréte intérieure,
qui contient toutes les arétes qui intersectent x. Alors par définition on a
v = frm,) X frin,), €t par récurrence une inclusion irq, yv: fv — frm,.). La

composition
= T,V
frwmw X frmy) fv frnn
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définit ig,.
Selon Stasheff [St], le complexe /K, obtenu est homeomorphe a gn-3,
définissons K,, = fr(, comme l'intérieur de cette sphére, c’est-a-dire fT(n)

est une (n — 2)-cellule dont la frontiére est 8K,,.

ATE A
Fig. 14

Stasheff donne des modeles explicites pour les K,. Voyons maintenant que
les B”, le sont aussi.

III. Les strates des B,

Nous définirons maintenant une fonction a: B — A, dont les images
inverses sont les strates s, de B, o € s,. Soit b = {h;} € B?, alors (voir
fig. 2) a(b) est ’arbre qui fournit un 1-squelette de H — |, Int(h;); la téte de
a(b) correspond a la région de H — | J, Int(h;) dont le bord est I’axe réel positif.
Evidemment, on a sp¢,) = BE, un ouvert dans B,. La proposition qui suit
nous rappelle la définition des f, de la section II.

PROPOSITION (15). s, est difféomorphe a [ [, () BE, et donc est une variété
C® ouverte, de dimension |c|.

Démonstration. Pour cette preuve, donnons a ’ensemble n(a) des som-
mets intérieurs 'ordre < “de haut en bas, de gauche a droite” (voir fig. 6, ol
P’ordre alphabétique des éléments de n(a) est aussi ’ordre <).

Nous définissons Fo:[[;cn@ B, — Sa: soit () € [BR, (b) =
(b1, -y b)), i < i+ 1€ nla). D’abord, on construit b;. Alors, on descend a
la région dans H — U Int(h;) qui correspond au sommet 2. Elle est bordée par
deux horocercles de b1; normalisons-les (voir fig. 1), puis mettons b; dedans.

On continue ainsi (voir fig. 16); F,, est bien-définie, et bijective. n
Démonstration du théoréme (3). Enoncé: il existe un homéomorphisme
B — K, qui envoie 5, sur fa, o € .

Par récurrence: commengons avecn = 2, n = 3:

n=2 v
Ky = * = fr@), Bz=B§=§§={® }
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by

ba

o= 1 (b1, b2, bg) —

A s A= BY

Supposons par récurrence, que pour o € &;, 2 < j < n—1on aun
homéomorphisme h,: fo — 3, tel que si a <8, hgiga = he. On définit
T

h: 8Kn — Bz en écrivant fa = HfT(m): Sa = HBTZ:H hllntfa = HhT(ni)-
Par récurrence, h est un homéomorphisme. Alors, Bt est homéomorphe & un
573, Mais aussi, B, est la frontiére (topologique) de BE dans B, = R"2, et
donc BP est une boule ouverte dans B,,. D’ou ’existence d’une extension de
ha K,. B

On définit maintenant des inclusions &, : Kgn — Kgn+1, ip : Bagn — Bon+1.
11 se trouve que i, (Bpn) C B+ et on pose K = lim Kgn, BP = lim Bj., puis
| in in
on décrit quelques aspects de B? et K.
On a défini déja (section I) des inclusions j,: dgn — Aon+1 “naissance a
chaque racine”. Soit Kj, C Kgn+1 le sous-complexe dont les cellules sont
les s; (o), @ € HAgn. Le complexe K. est une copie de Kz» dans Kyn+1; soit
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kn = Kgn — Kj. C Kyn+1 une telle identification, c’est-a-dire k,, fo, = f;, ().
Soit K = l}'cm Kon.

L’ensemble S; des cellules de dimension k& dans K est (voir section I)
Sk = {a € Usdgn,|a| = k}/ ~, ol on pose a ~ o si ¢ = jy---jpa; €n
effet, o € S représente la cellule f, € K. Soit Cy = Z°¢ le groupe libre
abélien avec générateurs [al, o € Sx. Alors C, = C.(K) et on déduit de la
contractibilité de K, et de la structure de K3~ déja détaillée la

PROPOSITION (17). (voir Prop. (13)) Pour chaque paire o, 8 d’arbres, telles
que a < 3, il y a une valeur [3 : a] € {0,1} telle que, en posant
T

d[Bl= D (~DPF[g]
a f B

le complexe (C.,d.) est acyclique.

On répéte les constructions précédentes pour les Bon. Sib € B, b =
{h1,..-,hm}, et sik € N, 1 < k < m, on définit by € B,41 par by =
{h1,-- Ry A hgy1, . - ., B } o0 B est 'unique horocercle tel que {h, A/, hg+1}
est un bracelet. On dit b; est défini & partir de b par “naissance au k®me
intervalle”. Sib e B2n, soit ’Ln(b) = {hlh’l, hz, h’z ceny h;n} = ( .. (bzn)2'n_1 . ~)1.
La relation entre j,, k,, i, se résume ainsi:

PROPOSITION (18). Si a € HAgn, b € Bar alors in5a = 5j,0, knfa = fina

Soit B? = lim By, et soit C,,(BP) le complexe des cellules de B”.
_'—) -

in

COROLLAIRE (19). C.(B?) = C.(K) = C..

Soit b} I'unique élément de By, et soit ensuite b% = in_lb’}_l € Byn. Nous
prenons 'image de b} dans BP comme point base; on le note br, C'est le
“bracelet de Ford”. Les propriétés remarquables des horocercles dans by se
trouvent, par exemple, dans le livre de Rademacher [R]. Nous en donnons un
court résumsé.

ACTION PAR (20.1). PSL;Z. Les points a l'infini des horocercles de bz
sont les éléments de (Q N [—o0,0]). Soit hy donc I'horocercle tangent a
qg € QN[—00,0]. Alorssi g € PSLgZ, et si q, g(q) € QN [—o0,0] alors
9(hq) = hy(q).-

STRUCTURE BINAIRE (20.2). Sib = {hg,,...,h,, } est un sous-bracelet de
br, alors a(b) est binaire.
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IV. Un soupcgon de géométrie CPP

On définit maintenant un groupe F, ainsi qu’'un espace T de fonctions
sur lequel F' agit. L’identification de 7' avec B = lim By» améne & une
identification (prop. 24) de F et F', puis a la démonstration du théoréme 12.

Nous supposons, pour la suite, les propriétés élémentaires de ’action de
PSLyR sur H. Sir,...,r, € S, on écrit r; < --- < rp, < r1 quand les r; sont
dans 'ordre trigonométrique. Puis on définit I’intervalle (a,b) = {z € S :
a <z < b< a} ainsi que [a,bl, [a,b), (a,bl.

Pour r € S?, on pose P, = {g € PSLe R : g(r) = r, g'(r) = 1}, soit le groupe
des paraboliques au point r. Soit Q=QuU {0} C 5L

“CPP” veut dire C!, projective par morceaux (“C*, piecewise projective” en
anglais).

Définition (21).

a) CPP(SY) = {g € homeo*(S1) : 3r; < -+ < rp < 11 € ST tel que (i)
g‘('f’i,ri+1) =g; € PSLZ R’ gl(’r,,,,'rl) =gn € PSLZ R; (11) gi__l]_gi € Pria 97:191 S Prl}-
Si g € CPP(S), l'ensemble de r; € S! tel que g; 1192- # id s’appelle bk(r;),
I’ensemble des points de rupture de g.

b) T = {g € CPP(S") : g|i0,00) = id, bk(g) C Q}.

¢) F={g€T|glay € PSLeZ si (a,b) N bk(g) = ¢}.

On voit que F est un sous-groupe de homeo™ (1) qui agit librement par
composition a droite sur 7.

PROPOSITION (22). Pour chaque n > 1 il existe un homéomorphisme 7., de
Bon sur un sous-espace fermé Ton de T, tel que Thi, = Thv1. Ona T = UTyn.
L’homéomorphisme induit 7 : B — T envoie bg sur l’identité.

La preuve est une conséquence d’un lemme dans le cadre de la géométrie
“CPP”. La preuve de ce lemme se trouve dans [G]. D’abord, soit ~ un
horocercle tangent & » € SI, et soit g € P.. Alors, g(h) = h. Donc si
g € CPP(S1), g(h) est bien défini comme horocercle. De plus, on trouve:

LEMME (23). Soit b = {hy,...,h,} un bracelet, et soit r; € S* le point a
Uinfini de h;.

a) Si g € CPP(SY), bk(g) C {r;}, alors g(b) = {g(h1),...,9(h,)} est encore un
bracelet.

b) Si v = {hl,...,hl,} est un bracelet, il existe un unique élément g €
CPP(SY) tel que bk(g) C {r;}, g(b) = b'.

On démontre maintenant la proposition 22. D’abord, soit Tp» = {g € T :
bk(g) est un sous-ensemble des points a I’infini des horocercles dans b}}, et
soit 7,(g) = g(b%). La proposition est donc une conséquence de 20 et 23. [ |
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Soient g € F, n > 0, tels que g € Tyn. D’aprés les remarques 20, ag(b%)
est un arbre b1na1re AT’élément g € F on associe la pa1re d’arbres binaires
p(g) = (agby, abf).

PROPOSITION (24). p: F - Festun isomorphisme de groupes.

Preuve. Comme chaque élément de F' peut s’écrire sous la forme (3, ab%)
olt B € sdgn, Papplication est bijective. Soient g € F, g € Tpn, k € N,
0 <k < 2" Soit ¢ (resp t') I’arbre obtenu a partir de ab% (resp. a partir
de agb}) par naissance a la k®me racine, c’est-a-dire ¢t = (b )k, t' = (agb%)k.
Soit b = (b%)k. Alorsonaa(b) = t, ag(b) = t’, ce qui demontre que I’application
est un homomorphisme. n

Démonstration du théoréme (12). 1l s’agit de vérifier que I’action de F sur les
S}, (décrit dans la définition 10) correspond, via I’homéomorphisme 7 : T — B
et 'isomorphisme p : F — F alactionde F sur 7. Un générateur [a] € Ci
correspond, via C, ~ C,K, a la face f, de K, puis, via la proposition 22, a
I’ensemble T, des éléments g € Ty« tels que a(g(b%)) = a. Siy € F, on peut
écrire p~1(v) sous la forme (b%,3) (ayant peut-étre remplacé k par k + m,
m > 0, et @ par irim—1---ixa). Soit b le sous-bracelet de br tel que a(b) = S.
Alors,

Toy = {g € T : bk(g)est contenu dans les points a I'infini
de b, et a(g(h)) = a} =
= TJ*I(a,ﬁ)7

c.g.f.d.

Remarques (24).

(i) Le K(F,1) ici construit posséde une infinité denombrable de k-cellules,
pour chaque k. L’ensemble des k-cellules s’identifie 4 I’ensemble Oy, d’orbites
de ’action de F sur Si. Alors, 0}, se décrit comme ’ensemble des arbres o tels
que |a| = k et tels que chaque racine de « est le bout d’une aréte de valence
au moins 4.

(ii) K. Brown et R. Geoghegan ([B-G]) construit un complexe cubique sur
lequel F agit. Cela s’identifie avec le sous-complexe de K donné comme
I’ensemble des f, tels que

(a) les valences des arétes intérieures sont 3 ou 4.

(b) les arétes de valence 4 se trouvent rangées “a I’extréme droite” (voir
fig. 25).
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Fig. 25

Appendice — Géographie des Bracelets

Pour ceux que cela intéresse, on donne ici une paramétrisation des espaces
B,,. Nous présentons seulement les résultats de certains calculs, dont les
détails apparaitront (peut-étre) ailleurs.

Soit b € B,,. L’arc a(b) (voir fig. 1) se divise en n + 1 sous-arcs a; C h;. Soit ¢;
lalongueur de ’arca;(b), et soit £(b) = (¢; ..., £,+1). L’application £ est un plon-
gement de B, dans (R*)**!. Lorsque n = 2, on trouve £(b) = (1,1,1) (iln’y a
qu’un seul bracelet). Avecn = 3, on trouve £(b) = (£1(b), 2/£1(b), £1(b), 2/ 41 (B)).
Or, le plongement p3 : Rt — (R*)* défini par p3(0) = (0,2/0,0,2/0) fournit
une paramétrisation de Bs. En général, on trouve:

Résultat (A.1). Soit p,: (R*)*~2 — (R*)"*! définie par

_ 1+o09 o1+ 03 0j.g +0; On—4 + Op—2
pn(ala-'-70n—2)— g1, ) e yete )
o1 o2 -1 On—3
1+ 0, 3 11 1 1
-_—0p—2,— + —+ -+ + -+ )
On—2 g1 0102 G041 On—2

Alors p,, est un plongement, dont I'image est £(By,).
Quelques remarques suivent:

1. Des paramétrisations p,, on tire des équations qui définissent les £(B,,);
on trouve facilement, par exemple, que
1+4, , 1+4 1 1 1 }

Pl - I e
R A sl A S

B4 = {(Zla s u€5)I€2 =

2.- Enposant L({y,...,ln41) = 1”1 ¢;, la longueur de I’arc a(b) est L(£(D)).

On trouve que la fonction L o p,, est de Morse, avec un seul point singulier, un

minimum. Le bracelet minimal b,,;, est symétrique, invariant par un élément

de Isom(H) d’ordre n + 1, et pp(bmin) = (2cosw/n + 1,...,2cos7/n + 1),
Lpy (bmin) = 2(n + 1) cos(r/n + 1).

3.- Le plongement p,, nous fournit une action curieuse de Z/n + 1 sur
RT)™2, Or, si (¢4,...,0,41) = £(b), b € B, alors il existe ¥’ € B, tel que
L) = (bg, 3, ..., £ni1,41), et donc automorphisme rot de (R*)**1, défini par
rot(ly,...,0h41) = (ba,...,lns1,41) envoie £(B,,) sur lui-méme, donnant ainsi
un automorphisme d’ordre n + 1 de (R*)"~2 = {(0y,...,0n_2)}.
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Soit {¢;} les fonctions “coordonnées” de R"*l. Alors, ¢; rot(p,(s)) =
2;41(Pn(0)), Lns1 1ot (pn(0)) = £1(pr(0)), o € (R*)*2. On trouve, par exemple,
avecn =25

l1+09 02+0105—09 1 1 1 1
rOt(Ul,Uz,Us)———( LNE LI L R +—+—>
g1 g9 o1 0109 0903 g3

un automorphisme d’ordre 6.

4.- On peut examiner les strates (ou plutot leurs extensions comme sous-
variétés analytiques de B,,) avec I’aide des plongements p,,. On considére dans
la figure A.2 un exemple d’un arbre « tel que s, C By (voir fig. A.2). Sib € s,,
la proposition 10 exprime b comme b = (b1, bg) € Bs x Bs.

Fig. A.2 — Un bracelet de s,

On trouve donc ¥, = 2/£1, £3 = {1 + {5 d’ott 02 = 1, et alors py 14(s,) est un
ensemble ouvert dans {(o1,1,03)}.

On peut aussi calculer que dans (R*)5 les strates de dimension 1 de B
s’intersectent en formant un angle de 7/2:
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D’ou (et des autres calculs) la conjecture que les _B—Z sont des variétés stratifiées
dans le sens de Whitney (“condition (b)”, par exemple).

5.- La géométrie Riemannienne induite par les p,, est invariante par 1’action
du groupe F.
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