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LES ESPACES DE BRACELETS, LES COMPLEXES DE STASHEFF 
ET LE GROUPE DE THOMPSON 

PAR PETER GREENBERG 

I. Introduction 

Soit 1HI le demi-plan superieur (un disque dans toutes nos figures). Un 
bracelet est un ensemble fini d'horocercles b = {h1, ... , hn+1} tel que les points 
a l'infini des hi sont dans l'ordre trigonometrique, et tel que hi est tangent a 
hi+1, et hn+1 est tangent a h1. 

Fig. 1 - Normalisation d'un bracelet 

Etant donne un bracelet b = {h 1 ,: .. , hn+1} il existe une unique isometrie 
de 1HI telle que l'image de h1 est"{zl Imz = 1} et telle que l'image de hn+l est 
tangente a O; alors h1 n hn+l = {i} et [-oo, O] est partage en n intervalles par 
les points a l'i_nfini des hi. L'espace de tels bracelets "normalises" s'appelle 
Bn. On veut le comprendre. 

On observe d' abord que Bn est une variete C00
, diffeomorphe a JRn-2 • Or, 

les points a l'infini des hi, 2 ::; i ::; n-1, varient librement et leur configuration 
dans 8IHI fixe le bracelet ( voir I' Appendice). Nous allons etudier la topologie 
d'un certain sous-espace de Bn. 

Soit b E Bn, et soit a(b) l'arc ferme "horocercle par morceaux" qui parcourt 
les hi entre les points d'intersection avec hi-l et hi+l (voir fig. 1, ou a(b) est 
plus fonce). Si l'arc a(b) est simple (sans points d'autointersection) on dit 
que b est propre. Le sous-espace de Bn (evidemment ouvert) des bracelets 
propres s'appelle B~. Nous ecrivons aussi !'adherence B: = B~ U B~, ou 
B~ est l'espace de bracelets tangents, i.e. tels que a(b) possede au moins un 
point d'autointersection, mais tels qu'aucune intersection n'est transverse 
( voir fig. 2). Notre but est de detailler la structure des B:. 
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b f---+ a(b) 

Fig. 2 - Un bracelet tangent et son arbre a(b) (section III) 

On verra que E!:, est une variete stratifiee (dans un sens faible: E!:, est une 
union de varietes ouvertes Sa, 0 ~ dim Sa ~ n- 2, dont !'adherence Sa est une 
union de s13, dim s13 < dim sa). Il ya une strate sa pour chaque arbre planaire 
a. n racines et une "tete" (voir fig. 2). Or, les complexes de Stasheff (voir [St] 
et section II) possedent une face pour chacun de ces arbres. Notre resultat 
principal est en effet: 

THEOREME (3). Soit Kn le complexe de Stasheff ([St], dit "l'associahedron", 
voir [L]). Alors, il existe un homeomorphisme entre les paires (Kn, 8Kn) ---* 

(B~, B;) qui envoie les interieurs des faces sur les strates. 

COROLLAIRE (4). B~ est homeomorphe a sn- 3, et B~ est une (n - 2)-boule 
ouverte dans Bn. 

Demonstration. On sait (d'apres Stasheff [St]) que (Kn, 8Kn) est homeo­
morphe a (Bn-

2
, sn- 3). Or, B~ est ouvert et la frontiere de B~ est B; ~ sn- 3 , 

d'ou BK est une (n - 2)-boule. 

Application (5). Nous trouvons un espace de Eilenberg MacLane pour 
le groupe F de Thompson, dont les cellules sont des Kn. Pour l'enonce du 
resultat il faut un peu de notation. 

Soit .sfLn done l' ensemble des arbres planaires (i.e. munis d'un plongement 
dans JR2, defini a isotopie pres) avec n + 1 racines, l'une d'entre elles, la tete, 
distinguee; on suppose qu'aucun sommet n'a valence 2. Pour a E .sfLn, soit 
n(a) !'ensemble des sommets interieurs (dont la valence est au moins 3) de 
a; si i E n(a) soit ni le nombre de "directions descendantes", soit la valence 
moins 1. Soit lal = EiEn(a)(ni - 2). On appelle T(n) E .sfLn l'arbre, ~,, 

n 

defini par IT(n) I = n - 2. 
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a 

(a) un arbre a E sfl10 

n(a) = {a,b,c,d,e,J} 
na = 4, nb = 3, etc ... 
hx = a, bx= e 

(b) la contraction de a par x 

Fig.6 

U ne arete interieur de a E sfln est une arete dont la frontiere ax = { hx, bx} 
se trouve dans n(a). Pour une arete interieure x de a, soit la contraction de 
a par x l'arbre /3 E sfln qu'on obtient en identifiant x U ax a. un sommet rx 
(voir fig. 6). Nous ecrivons done a< /3, et si a<••.< /3, nous ecrivons a< /3. 

X XI Xi 

Notons que si a< /3, on peut ecrire 
X 

(7) 
n(a) = {hx, bx, ... } 
n(/3) = {rx, .. . } 

c'est-a-dire, n(/3) ~ n(a) - {hx, bx} U {rx}, et puis que l,BI = lal + 1. 
Soit a E sfln, alors le plongement de a dans JR2 donne aux racines (la tete 

exclue) un ordre "de gauche a droite". Si k E N, 1 ::; k ::; n, on obtient un arbre 
O!k E sfln+l par "naissance a la keme racine", en rempla~ant la keme racine par 
un sommet interieur de valence 3, et deux nouvelles aretes. Alors, si a E sfl2n, 

on definit jn(a) = (· · · (a2nhn-1 · · ·h E .stl-2n+1; c'est l'arbre obtenu par une 
naissance a chaque racine de a (voir fig. 8). On note ial = iakl = ljnal. 

On definit maintenant le groupe F, ainsi que des F-modules Ck. 

Definition (9). (voir [B-G]) - F = { (a2, 0:1): ai E .slim, m 2:: 2, jail = 0} /"", 
ou la relation"" est engendree par: (a 2, 0:1) "" (a;, aD s'il existe k tel que a~ 
est obtenu a partir de ai par naissance a la keme racine, i = 1, 2. Le produit 
F X F- • Fest donne par (a3, 0:2) · (a2, a1) = (0:3, 0:1). 

On verifie que Fest un groupe; (a2, 0:1)- 1 = (a 1, 0:2), et l'identite est (a, a). 

Definition (10). Soit S£ = { (0:2, a1) E .slim X .slim, m 2:: 0, la1I = 0, 
la2I = k} / "", ou (a2, 0:1) "" (a;, a~) s'il existe un j tel que a~ est obtenu a 
partir de ai par naissance a la ime racine, i = 1, 2. Soit Ck = zs~ le groupe 
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Fig.8 

abelien libre engendre par les elements de S~. On note [(a 2 , a 1)] le generateur 
associe a l'element (a2, a1) E S~. 

Le groupe F agit a la droite sur les ensembles S~, par composition: 

et done sur les groupes Ck. 

Exemple (11). Soient g = ('\; ;('} E F, ( i ,4) E Sf. Alors 

(~,-'°')g= (~,4)( i,/(' ) 

=(~,4)(;{)\,/') 
=(~,/)ES~. 

THEOREME (12). Il existe des homomorphismes dk: Ck -+ Ck-l, dkdk+1 = 
0, tels que (C*, d*) est un complexe acyclique de F-modules libres. 

On peut expliciter les dk un peu. Soit Sk = { a E :il2n, n 2: 0, Jal = k }. 
On definit J: sk --? s~ par J(a) = (a, jn-1 ... j1T(2)). Evidemment J est 
bijective; Ecrivons [a] = [J(a)] E Ck. 

PROPOSITION (13). Pour chaque paire a, f3 d'arbres, telle que a< /3, il ya 

une valeur [/3: a] E {O, 1} telle que 

dk[/3] = I: (-li/3:aJ[a]. 

a </3 
X 

X 
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Un probleme: expliciter le coefficient [,8: a]. 
II est peut-etre remarquable que la preuve du theoreme 12 se fasse dans 

le cadre de la geometrie de braceletE;J. En effet, C* est le complexe cellulaire 
d'une limite des B;n; les [a] correspondent a des copies des Kn. 

L'organisation de cette note est simple. On construit (section II) les Kn 
(d'apres Boardman) de telle fa~on que la preuve du theoreme 3 (section III) 
n' est pas difficile. On construit (section IV) le K(F, 1), et demontre le theoreme 
12. L'appendice contient une parametrisation explicite des En, comme des 
sous-varietes analytiques (reelles) de JRn+ 1, et quelques remarques. 

Cette note est une version plus longue d'un seminaire a Grenoble. J e remer­
cie Richard Kenyon, qui m' a indique une erreur dans une version anterieure, 
Lucien Guillou pour son aide en topologie, ainsi que Jacques Helmstetter, Yves 
Carriere et Gilles Carron pour m'avoir aider avec l'appendice. 

II. Les ''Associahedra" de Stasheff 

Bien que la construction originale des Kn utilise un calcul des "associations 
de ri symboles", il nous convient de les construire, selon une idee de Boardman 
[B-V], avec des arbres. On continue avec la notation de l'Introduction. 

La definition des Kn se fait par recurrence. Les Kn seront en effet une 
union des faces fermees fa, avec dimf a = Jal, a E :il.n; en plus Kn = iTCn) 

et 8Kn = UaiT(n) fa• Si a < fl, fa est une face de fp. Pour commencer, on 
definit: 

rin point 

Ka= •--------- un intervalle. 

fT(3) I~ 
Supposons, ~aintenant, les fa definies, a E :il.j, 2 ::; j ::; n - 1 ainsi que 

des inclusions ipa: fa~ f13 si a< fl, et puis que (Kj, fJKj) ~ (Bj-
2

, Si- 3), et 
construisons BK n. 

Posons, pour a E :il.n, a# T(n), fa = IT fr(nd· Si a< fl# T(n), il faut 
X 

iEn(a) 

definir i13a: la --+ f 13, soit (d'apres (7)) 

i13a: fr(nh) X fr(nb) XII fr(ni) ~ fr(nr) XII fr(ni)· 

Surles derniers facteurs, i13a = id; il nous reste a definir ipa: f T(nh) x f T(nb) --+ 

f T(nr). Soit V le sous-arbre de a avec X comme seule arete interieure, 
qui contient toutes les aretes qui intersectent x. Alors par definition on a 
iv = fr(nh) X fr(nb), et par recurrence une inclusion ir(nr)V: fv -+ fr(nr)· La 
composition 

iTCnr)V 

fT(nh) X fT(nb)----,.fy----,.fr(nr) 
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definit i f3a.. 

Selon Stasheff [St], le complexe 8Kn obtenu est homeomorphe a sn-3 ; 

definissons Kn = hen) comme l'interieur de cette sphere, c'est-a-dire frcn) 
est une (n - 2)-cellule dont la frontiere est 8Kn. 

Fig. 14 

Stasheff donne des modeles explicites pour les Kn. Voyons maintenant que 
-p 

Ies Bn le sont aussi. 

ID. Les strates des B~ 

Nous definirons maintenant une fonction a:~· -----+ .slln, dont les images 
inverses sont les strates sa. de B~, a E .slln. Soit b = {hi} E ~' alors (voir 
fig. 2) a(b) est l'arbre qui fournit un 1-squelette de lHI - LJi Int(hi); la tete de 
a(b) correspond a la region de·lHI- LJi Int(hi) dont le bord est l'axe reel positif. 
Evidemment, on a sr(n) = B~, un ouvert dans Bn. La proposition qui suit 
nous rappelle la definition des fa. de la section IL 

PROPOSITION (15). Sa. est diffeomorphe a ITiEn(a.) Bhi et done est une variete 
CCX) ouverte, de dimension lal. 

Demonstration. Pour cette preuve, donnons a !'ensemble n(a) des som­
mets interieurs l'ordre < "de haut en bas, de gauche a droite" (voir fig. 6, ou 
l'ordre alphabetique des elements de n(a) est aussi l'ordre <). 

Nous definissons Fa: rriEn(a.) Bhi -----+ Sa: soit (bi) E rr Bhi, (bi) = 
(b1, ... , b#n(a.)), i < i + 1 E n(a). D'abord, on construit b1. Alors, on descend a 
la region dans lBI - U Int(hi) qui correspond au sommet 2. Elle est bordee par 
deux horocercles de b1; normalisons-les (voir fig. 1), puis mettons b2 dedans. 
On continue ainsi (voir fig. 16); Fa. est bien-definie, et bijective. • 

Demonstration du theoreme (3). Enonce: il existe un homeomorphisme 
B~ -----+ Kn qui envoie Sa sur fa., a E .slln, 

Par recurrence: commen~ons avec n = 2, n = 3: 
n=2 

B2=B~=~={ €8)} 
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a= J;__ 3 

·~~ 

n=3 

s,,(' 

Fig. 16 

-

s~ 

Supposons par recurrence, que pour a E .iii, 2 ::; j. ::; n - 1 on a un 
homeomorphisme ha: !a ~ sa tel que si a< /3, h13i13a = ha, On definit 

X 

h: 8Kn ~ B; en ecrivant !a= IT!rcni), Sa = I1Bhi, hl1ntfa = IJhr(ni)· 
Par recurrence, h est un homeomorphisme. Alors, B~ est homeomorphe a un 
sn- 3 • Mais aussi, B~ est la frontiere (topologique) de Bh dans Bn = JRn- 2 , et 
done Bh est une boule ouverte dans Bn, D'ou !'existence d'une extension de 
ha.Kn. 11 

On definit maintenant des inclusions kn : K2n ~ K2n+1, in : B2n -+ B2n+l. 

Il se trouve que in CB;n) ~ ~n+l et on pose K = lim K2n, BP = lim B~n, puis 
--+ --+ 
in in 

on decrit quelques aspects de BP et K. 
On a defini deja (section I) des inclusions Jn: .il2n ~ .il2n+l "naissance a 

chaque racine". Soit K~n ~ K2n+1 le sous-complexe dont les cellules sont 
les Sjn(a), a E sl:l2n. Le complexe K~n est une copie de K2n dans K2n+l; soit 
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kn= K2n ~ K~n ~ K2n+l une telle identification, c'est-a-dire knf a= fin (a). 
Soit K = limK 2n. 

kn 
L'ensemble Bk des cellules de dimension k dans K est (voir section I) 

Bk = {a E Ud2n, !al = k}/ "', ou on pose a "' a' si a' = jN · · · ina; en 
effet, a E Bk represente la cellule fa E K. Soit Ck = '/l8 k le groupe libre 
abelien avec generateurs [a], a E Bk, Alors C* = C*(K) et on deduit de la 
contractibilite de K, et de la structure de K 2n deja detaillee la 

PROPOSITION (17). (voir Prop. (13)) Pour chaque paire a, f3 d'arbres, telles 
que a< {3, il ya une valeur [{3 : a] E {O, 1} telle que, en posant 

X 

dk [{3] = :E ( - l)l/3:a] [a] 

a</3 
X 

le complexe (C*, d*) est acyclique. 

On repete les constructions precedentes pour les B 2n. Si b E Bm, b = 
{h1, ... , hm}, et si k E N, 1 ::; k ::; m, on defi.nit bk E Bm+1 par bk = 
{h1, ... , hk, h', hk+1, ... , hm} ou h' est !'unique horocercle tel que {hk, h', hk+1} 
est un bracelet. On dit bk est defini a partir de b par "naissance au keme 
intervalle". Sib E B2n, soit in(b) = {h1h~, h2, h; ... , h~} = (· · · (b2nhn-1 · · ·h. 
La relation entre jn, kn, in se resume ainsi: 

PROPOSITION (18). Si a E d2n, b E B2n alors insa = Sjnm knf a = finm 
a(inb) = jn(a(b)). 

Soit BP = lim B;n, et soit C* (BP) le complexe des cellules de BP. 
--+ 
in 

COROLLAIRE (19). C*(BP) = C*(K) = C*. 

Soit b~ !'unique element de B2, et soit ensuite bp = in-1b1J;,-1 E B2n. Nous 
prenons !'image de b~ dans BP comme point base; on le note bp, c'est le 
"bracelet de Ford". Les proprietes remarquables des horocercles dans b F se 
trouvent, par exemple, dans le livre de Rademacher [R]. Nous en donnons un 
court resume. 

ACTION PAR (20.1). PSL 2 'll. Les points a l'infini des horocercles de bp 
sont les elements de (Q n [-oo, 0]). Soit hq done l'horocercle tangent a 
q E Q n [-oo, O]. Alors si g E PSL2 'll, et si q, g(q) E Q n [-oo, O] alors 
g(hq) = h 9 cq)· 

STRUCTURE BINAIRE (20.2). Si b = { hq1 , ••• , hqm} est un sous-bracelet de 
bp, alors a(b) est binaire. 
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Iv. Un soupc;on de geometrie CPP 

On definit maintenant un groupe F, ainsi qu'un espace T de fonctions 
sur lequel F agit. L'identification de T avec B = lim B 2n amene a une 
identification (prop. 24) de F et F, puis a la demonstration du theoreme 12. 

Nous supposons, pour la suite, les proprietes elementaires de l' action de 
PSL21R sur IHI. Si r1, ... , rn E 8 1, on ecrit r1 < · · · < rn < r1 quand les Ti sont 
dans l'ordre trigonometrique. Puis on definit l'intervalle (a, b) = {x E 8 1 : 

a< x < b <a} ainsi que [a, b], [a, b), (a, b]. 
Pour r E 81, on pose Pr = {g E PSL21R : g(r) = r, g' (r) = 1 }, soit le groupe 

des paraboliques au point r. Soit ij = (Q U { oo} ~ 8 1. 

"CPP" veut dire C1, projective par morceaux ("C 1, piecewise projective" en 
anglais). 

Definition (21). 
a) CPP(8 1) = {g E homeo + (8 1) : :3r1 < · · · < rn < r1 E 8 1 tel que (i) 

gJcri,ri+l) = gi E PSL21R, gJcrn,ri) = gn E PSL21R, (ii) g-;_\gi E Pro g:;;1g1 E Pr 1 }. 

Si g E CPP(8 1 ), !'ensemble de ri E 8 1 tel que g-;_\gi -=I= id s'appelle bk(ri), 
!'ensemble des points de rupture deg. 

b) T = {g E CPP(8 1): gJ[O,=J = id, bk(g) c Q}. 
c) F = {g ET I gJca,b) E PSL2 Z si (a, b) n bk(g) = ¢ }. 

On voit que F est un sous-groupe de homeo + (8 1) qui agit librement par 
composition a droite sur T . . 

PROPOSITION (22). Pour chaque n ~ l il existe un homeomorphisme Tn de 
B2n sur un sous-espace ferme T2n de T, tel que Tnin = Tn+l• On a T = UT2n. 
L'homeomorphisme induit T: B--+ T envoie bp sur l'identite. 

La preuve est une consequence d'un lemme dans le cadre de la geometrie 
"CPP". La preuve de ce lemme se trouve dans [G]. D'abord, soit h un 
horocercle tangent a r E 81, et soit g E Pr. Alors, g(h) = h. Done si 
g E CPP(8 1 ), g(h) est bien defini comme borocercle. De plus, on trouve: 

LEMME (23). Soit b = {h 1, ... , hn} un bracelet, et soit ri E 8 1 le point a 
l 'infini de hi. 

a) Sig E CPP(8 1 ), bk(g) ~ {ri}, alors g(b) = {g(h1), ... , g(hn)} est encore un 
bracelet. 

b) Si b' = {h~, ... , h~} est un bracelet, il existe un unique element g E 
CPP(8 1) tel que bk(g) ~ {ri}, g(b) = b'. 

On demontre maintenant la proposition 22. D'abord, soit T2n = {g ET: 

bk(g) est un sous-ensemble des points a l'infini des horocercles dans bp }, et 
soit Tn(g) = g(bp). La proposition est done une consequence de 20 et 23. • 
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Soient g E F, n ~ 0, tels que g E T2n. D'apres les remarques 20, ag(bp) 
est un arbre binaire. A l' element g E F on associe la paire d' arbres binaires 
p(g) = (agbp, ab7J,,). 

PROPOSITION (24). p: F -t F est un isomorphisme de groupes. 

Preuve. Comme chaque element de F peut s'ecrire sous la forme ({3, abp) 

ou {3 E .il2n, !'application est bijective. Soient g E F, g. E T2n, k E N, 
0 ::; k ::; 2n. Soit t (resp. t') l'arbre obtenu a partir de abp (resp. a partir 
de agbp) par naissance a la keme racine, c'est-a-dire t = (abph, t' = (agbp)k. 
Soit b = (bph- Alors on a a(b) = t, ag(b) = t', ce qui demontre que !'application 
est un homomorphisme. • 

Demonstration du theoreme (12). Il s' agit de verifier que l' action de F sur les 
S~ (decrit dans la definition 10) correspond, via l'homeomorphisme r : T -t B 
et l'isomorphisme p: F -t Fa l'action de F sur T. Un generateur [a] E Ck 
correspond, via C* ~ C*K, a la face fa de K, puis, via la proposition 22, a 
!'ensemble Ta des elements g E T2k tels que a(g(bJ,,)) == a. Si 'Y E F, on peut 
ecrire p- 1 ("'() sous la forme (b'}, (3) (ayant peut-etre remplace k par k + m, 
m > 0, et a par ik+m-l · · · ika). Soit b le sous-bracelet de bp tel que a(b) = (3. 
Alors, 

Ta'Y = {g ET : bk(g)est contenu dans les points a l'infini 

deb, et a(g(b)) =a} • 
= TJ-l(a,{3), 

c.q.f.d. 

Remarques (24). 
(i) Le K(F, 1) ici construit possede une infinite denombrable de k-cellules, 

pour chaque k. L'ensemble des k-c~llules s'identifie a !'ensemble Ok d'orbites 
de l'action de F sur Sk. Alors, Ok se decrit comme !'ensemble des arbres a tels 
que iai = k et tels que chaque racine de a est le bout d'une arete de valence 
au moins 4. 

(ii) K. Brown et R. Geoghegan ([B-G]) construit un complexe· cubique sur 
lequel F agit. Cela s'identifie avec le sous-complexe de K donne comme 
!'ensemble des fa tels que 

(a) les valences des aretes interieures sont 3 ou 4. 

(b) les aretes de valence 4 se trouvent rangees "a !'extreme droite" (voir 
fig. 25). 
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Fig.25 

Appendice - Geographie des Bracelets 

Pour ceux que cela interesse, on donne ici une parametrisation des espaces 
Bn. Nous presentons seulement les resultats de certains calculs, dont les 
details apparaitront (peut-etre) ailleurs. 

Soit b E Bn. L'arc a(b) (voir fig. 1) se divise en n + 1 sous-arcs ai c hi. Soit f,i 
lalongueurdel'arcai(b), etsoit£(b) = Cf1 ... ,fn+1). L'applicationfestunplon­
gement de Bn dans Cll+)n+l_ Lorsque n = 2, on trouve f(b) = (1, 1, 1) (il n'y a 
qu'un seul bracelet). Avec n = 3, on trouve f(b) = ( f1 (b), 2/ f1 (b), f1 (b), 2/ f 1 (b)). 

Or, le plongement p3 : JR+ ---+ (JR+)4 defini par p3(a) = (a, 2/a, a, 2/a) fournit 
une parametrisation de B 3 • En general, on trouve: 

Resultat (A.1). Soit Pn: (JR+r- 2 ---+ (JR+r+i definie par 

( 
1 + a2 a1 + a3 aj-2 + aj an-4 + an-2 

Pn(a1, ... ,an-2) = a1, --, ---, ... , ~---, ... , -----, 
a1 a2 aj-1 an-3 

1 + an-3 1 1 1 1 ) 
----,an-2,- + -- + ··· +--- + ··· +-- . 

an-2 a1 a1a2 ajaj+l O"n-2 

Alors Pn est un plongement, dont l'image est f(Bn). 
Quelques remarques suivent: 

1. Des parametrisations Pn, on tire des equations qui definissent les £(En); 
on trouve facilement, par exemple, que 

2.- En posant LU!.1, ... , fn+1) = I:~+1 fi, la longueur de l'arc a(b) est L(f,(b)). 
On trouve que la fonction L o Pn est de Morse, avec un seul point singulier, un 
minimum. Le bracelet minimal bmin est symetrique, invariant par un element 
de Isom(JHI) d'ordre n + 1, et Pn(bmin) = (2 cos 1r /n + 1, ... , 2 cos 1r /n + 1), 
Lpn(bmin) = 2(n + 1) cos(1r /n + 1). 

3.- Le plongement Pn nous fournit une action curieuse de 7l/n + 1 sur 
(JR+)n-2. Or, si Cf1, ... , fn+1) = f(b), b E Bn alors il existe b' E Bn tel que 
f(b') = (f,2, f 3 , ... , fn+1, f1), et done l'automorphisme rot de (JR+r+i, defini par 
rot(f1, ... , fn+l) = (f2, ... , fn+l, f1) envoie f(Bn) sur lui-meme, donnant ainsi 
un automorphisme d'ordre n + 1 de (JR+r- 2 = {(a1, ... , an_ 2)}. 
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Soit {.ei} les fonctions "coordonnees" de JRn+l. Alors, .ei rot(pn(a-)) = 
.ei+l(Pn(a)), .en+l rot(pn(cr)) = £1(Pn(a)), a E (JR+)n- 2. On trmive, par exemple, 
avec n = 5 

un automorphisme d'ordre 6. 

4.- On peut examiner les strates (ou plutot leurs extensions comme sous­
varietes analytiques de Bn) avec l'aide des plongements Pn• On considere dans 
la figure A.2 un exemple d'un arbre a tel que sa c B5 (voir fig. A.2). Sib E sa., 
la proposition 10 exprime b comme b = (b1, b2) E B3 x B3. 

Fig. A.2 - Un bracelet de Sa 

On trouve done £2 = 2/£1, £3 = £1 + £5 d'ou a2 = 1, et alors p5
1£Csa) est un 

ensemble ouvert dans {(a1, 1, a3)}. 
On peut aussi calculer que dans (JR+) 5 les strates de dimension 1 de B2 

s'intersectent en formant un angle de 1r /2: 
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D'ou (et des autres calculs) la conjecture que les B~ sont des varietes stratifiees 
dans le sens de Whitney ("condition (b)", par exemple). 

5.- La geometrie Riemannienne induite par les Pn est invariante par l' action 
dugroupe F. 
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